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1. Bei numerischer Integration 1SiDt sich der Quadraturfehler fur 
gewisse Funktionsklassen bei Kenntnis des Approximationsgrades ableitungs- 
frei abschltzen. Ankntipfend an Arbeiten von Schiinhage [5] und Forst [l J 
untersuchen wir nun die Klasse G, (0 < p < 1) und erhalten analoge 
Resultate; G, besteht aus denjenigen 2r-periodischen Funktionen g, die sich 
darstellen lassen in der Form g(t) = Ref&+) fur t E R, wobeifim Einheits- 
kreis holomorph ist und 1 Ref(z)l < 1 fur 1 z 1 < 1 gilt. Nach Krein [2] 
und Sz.-Nagy [6] erhalt man bei Zugrundelegung der Maximum-Norm 
6(G, , P,& = (4/7r) arctg pn (1) 
als Approximationsgrad bzgl. des Unterraumes P,-l der trigonometrischen 
Polynome vom Grade < IZ - 1. 
Betrachten wir speziell die Rechteckregel zu den aquidistanten Sttitzstellen 
xk = k . (27r/n) (k = 0, I,..., 12 - I), so ftihrt dies ftir f E C,, auf das 
Restglied 
welches fur alle g E Pnpl verschwindet. Somit erhalten wir nach Lecher und 
Zeller [3] die Abschatzung 
sup JUgI < (g/r) arctg P. 
BeGo 
(3) 
Im Folgenden sol1 nun untersucht werden, inwieweit sich diese verbessern 
lH&. 
2. Wir betrachten nun allgemeiner Quadraturformeln der Gestalt 
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zu Integrationsgewichten (CL,, ,..., 01,~~) =: a und fragen danach, fur welche 
Gewichte a SUP,,~, R,(g) minimal ausfallt. 
Fur g E G, , p < r -C 1, gilt die Poissonsche Integraldarstellung 
g(x) = &I” r2 - p2 r2 - 2rp cos(t - x) + p2 Re f(r&“) dt fur XE R. 
(5) 
Aus (4) und (5) ergibt sich wegen 
4 277 1 277 - 0 r2 
r2 - cos p2 t = 
2rp + p2 
dt 1 
die Darstellung 
R,(g) = & In (1 - y ak 
k=O 
r2 - p2 Ref(reit) dt. 
r2 - 2rp cos(t - xk) + p2 
(6) 
Bezeichnet & den Poisson-Kern 
l&(t) = l - p2 1 - 2p cos t + p2 = 1 + 2 f p” cos kt (t E w, (7) k=l 
so gilt 
SATZ 1. 1 R, IO := supgEG P R,(g) = (l/24 s: 1 1 - c;:: &&(t - &)I dt. 
Aus (6) erhalten wir fur g E G, 
1 Rdg)l G & lo2* / ’ - ;; @k r2 _ zrp ;Isi “’ xk) + p2 1 dt; 
mittels r --f 1 liefert dies 
1 R,(g)1 < (l/24 I’” 1 1 - 7 %&(t - xk) 1 dt. 
0 k=O 
Zum Beweis von 
/ R, I,, 3 (l/37) jo2= / 1 - 5’ ~k&,(t 
k=O 
setzen wir 
- 
xk) dt 
n-1 u(t) := sign 1 - c ak&(t - xk) , 
k=O 
h(z) := (1/27r) Jo2, (eit + z)/(ett - z) u(t) dt 
g,,(t) := Refo(pei3 fur te[W. 
fur lzl<l, 
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Wegen 
Re((@ + rei”)/(ei” - reiE)) = K,.(t - X) > 0 
ftir z = reix gilt 
j Refo(z)I < (l/271) 1”” &(t - x) dt = 1, 
0 
und damit goo G,. Da u von beschrankter Variation ist, gilt weiter 
beschrankte punktweise Konvergenz cr&) -+ IJ(X) (vgl. [4, p. 941) fiir die 
durch 
uk(x) = (1/27~) Io2”(l + 2 i cosj(t - x)) u(t) dt 
j=l 
gegebenen Fourierproxima uk zu 1.7. Mittels pat’tieller SUmmatiOn folgt 
KT(t) = 1 + 2 2 rk cos kt = f (rk - 
k=l k=O 
9”) (1 + 2 i cos jt), 
i=l 
und so erhalt man aus 
Refo(reiz) = (1/27r) I” Kr(t - X) u(t) dt = f (rk - t-k+‘) uk(x) 
k=O 
beschrlnkte punktweise Konvergenz Refo(re”“) --+ u(x) fur r -+ 1. Aus (6) 
erhalten wir damit schliel3lich fur r -+ 1 
1 R, ID 3 R,(g,) = (l/24 Jo2n 1 1 - ;z; akK& - xk) ) dt* 
3. Satz 1 legt es nahe, in dem Unterraum 
u n.0 := span{T-,I& / k = 0, I,..., n - I} 
der geschifteten Funktionen T-,,K, (k = 0, l,..., n - l), (T-,kKp)(t) := 
Kp(t - &), ein L1-Proximum zu 1 zu suchen. Sei nun go E U,,, ein solches 
Proximum mit der Darstellung 
n-1 
go(t) = c l’k&(t - ‘hc). 
k=O 
Die durch 
n-1 
i%(t) := c l’k+j&(t - xk) 
k=O 
(Yn+k := rk) 
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definierten Funktionen g3 (j = l,..., n - 1) sind dann wegen 
= (l/277) j’” I 1 - g,,(t)] dt 
0 
ebenfalls Proxima aus U,,, . Die Menge der Proxima ist konvex, und deshalb 
ist such 
n-1 
ein L1-Proximum zu 1. Mit Hilfe von 
ergibt sich 
wobei 
n-1 
Y := 1 Yt 
li=O 
ist. Wegen 
(l/24 j”” ( 1 - g(t)( dt = (l/277) j”” 1 1 - yK,,,,(t)[ dt 
0 0 
ist also y&, L1-Proximum zu 1 in U,,,, . Nun ist Qn wegen K,,(t) > 0 fur 
t E [w ein Haarscher Unterraum, und so folgt die Eindeutigkeit von y. Aus 
PeriodizitZitsgrtinden hat ferner 1 - yK,, mindestens zwei Nullstellen in 
K4 257). 
Wir beweisen im Folgenden die Eindeutigkeit des L1-Proximums fur unser 
Ausgangsproblem und schicken dazu zwei Lemmata voraus. 
LEMMA 1. Die Funktionen T-,,K, (j = 0, 1 ,..., n - 1) sind linear un- 
hiingige Elemente von C,, . 
Angenommen, es gelte 
n-1 
c oc,K,(t - x,) = 0 
j=O 
fur alle t E R, 
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so ergibt sich aus der Fourierreihe dieser Funktion mittels Koeihzienten- 
vergleichs 
n-1 
z. Oljeik”j = 0 (k = 1, 2,...). 
Mithin hat das algebraische Polynom 
n-1 
c O!*Uj 
,=" 
die n verschiedenen Nullstellen eixk (k = 0, l,..., IZ - 1). Es muI also 
a0 = *** = 01,~~ = 0 sein. 
LEMMA 2. Eine nicht identisch verschwindende Funktion aus U,,, hat in 
[0,2rr) der Vielfachheit nach hiichstens 2(n - 1) Nullstellen. 
Die Funktion g E U,.,\(O) habe die Darstellung 
n-1 n-1 
t?(t) = c Olk&tt - xk,) mit 1 1 ak 1 > 0. 
k=O k=O 
Mit einem Polynom p E P,-,\(O) la& sich dann g auf die Gestalt 
&r(t) = PW/[i [1 - 2p cos(t - x7J + A] k=O 
bringen, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. 
Mit Hilfe von Lemma 2 la& sich nun leicht die Eindeutigkeit des L1- 
Proximums zeigen. Aus 
(l/24 Jzn 1 1 - s(t)1 dt = (l/277) j2m / 1 - gk(t)\ dt (k = 0, l,..., n - l), 
0 0 
folgt zunachst wegen der Stetigkeit der Integranden 
/ 1 - t?(t)1 = (lb) 15’ c1 - gkc(t)> 1 = (lb) 5’ 1 1 - gk(t)i fur tEi%. 
I;=0 k=O (9) 
Nun hat aber 1 - g mindestens 2n verschiedene Nullstellen in [0,27~). 
Wegen (9) stimmen dann g und go an mindestens 2n Punkten von [0,277) 
tiberein; somit folgt nach Lemma 2 g = go und nach Lemma 1, yk = y/n 
(k = 0, l,..., n - 1). 
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Zusammenfassend gilt also 
SATZ 2. Unter allen Quadraturfehlern R, ist R, mit den Gewichten 
yk = y/n (k = 0, I,..., n - 1) bestmcgiich. Es gilt 
SUP R,(g) = We) 1’” I 1 - y~o+z~~)l dt, (10) 
RE G, 0 
wobei die Konstante y das Integral minimiert und dadurch eindeutig bestimmt 
ist. 
4. AbschlieSend untersuchen wir den Quadraturfehler (10) von R, 
und seine Beziehung zum Approximationsgrad (1) der Klasse G, . Zunachst 
bestimmen wir y, welches 
(l/277) 1’” I 1 - yK,n(t)l dt = (I/x) j-” I 1 - yK&)l dt 
0 0 
minimiert. Beachten wir, da13 1 und K,, tiber (0, TT) ein Haarsches System 
bilden, so hat 1 - yK,, in (0, n) genau eine Nullstelle T. Nach [4, Satz 7.11 
muB fur T notwendig 
(l/n) ST K‘,,,(t) dt = $ 
0 
gelten. Daraus folgt 
T = 2 arctg (+J = + - 2 arctg pn 
und 
Y= 
1 - 2p” cos 7 + p2n 1 - #L+ 
= ____ 1 _ p2n 1 + p2’& . 
Offensichtlich gilt 0 < y < 1; mithin ist die trigonometrische Interpolations- 
quadratur nicht optimal. Weiter folgt 
sup R,(g) = + -1” / 1 - yKJt)I dt = 1 - ‘: = 4 arctg p”. 
REGI, 0 
Andererseits gilt mit u := arccos p” 
1 7r - 7T J I 1 - K,n(t)l dt = + 6 (I$,,@) - 1) dt + + sn (1 - KJ?)) dt 
0 0 
= (1 - $) f f j-O (KJt) - 1) dr. 
T 
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Mit Hilfe der Ungleichungen 
und 
2pzn 
0 < K&) - 1 d KJT) - 1 = 1 _ p2” 
erhalten wir daraus die Beziehung 
d.h. die trigonometrische Interpolationsquadratur ist asymptotisch optimal. 
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